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n$] f�] wKa m a ����� ����� p > 1

����s%$�����H(*�3�$�����������

’(t) =

(
jtjp; ������

t
���������
����8�������

;

0;
������

t
�����������
����8������� M

1
O

����
���������y�$���$�)���	�A./���������������	�A�������<�3%$���	��� �/./0�����1��������
t = 0./����1����+>/��7N%$���	�u0������	�W��%$���I./����1����+>/�:���H./0�����1����	���-C

�!�������!�+7
a 6= 0


��������$���������<./����1����	���
t = 0

./����1����	���������
3#
1���� ����������������
H���K����	�����
��B�

’(t)
����
���������A./0�����1����	�����

a
./���)#

1����+>/��C)������� ��

a 6= 0

7b������1���� jaj > 0
���R������'��B�

a
./����1����	���


��������$�����������=��������
�
#L�����������

(a � �; a + �)
7��$������

0 < � < 1
2
jaj C���4�����������)�H�G�$���$�)���	���o�������Y./����1����+>/��7��������	���������5���������������

a./����1����	���$5���
�7

’
����
�������J��'������A����� ���� 
3���	������
@��
���(*��
����	�������D7

���$� 1
2
jajp # >/�+����1V��
���(*��
����	�������DC/������1����

a
./����1����4����
4
��������$�����������

��%$�	�)��0��������4�������U������&�����
������R�����A./����1����	�-7b�������	���?>/��
’

����
3#
��������K��
���(*��
����	�����!���Q(*�������y��%$�����������R�����$���8��1)�����A��
���(*��
����	�����
����1���� 1

2
jajp # >/��CG�3�J�?./�������

’
����
���������H./0�����1����	�������

a
./����1����+>/��C

��%$�	�
’(0) = 0

1����	�������Q� �!�������	���!./��
������!�o����������� ��
��B�+7/�����

’0(0) = 0;
M
2
O

�$��������
����725�����&����	7B� ������������
������������
’

����
���������g�/./����1������E�3%$�)#
�	���Y
3���	������
	./����1����+>/��C

h 6= 0
��
���(*��
����	�������������������K� ���������

’(0 + h)� ’(0)

h
=
’(h)

h
=



x
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� ��� �

=

(
jhjp=h ������
3���	������
��J���������
����8�����

h
#3�������

;

0
�����������
����8�����

h
#3�������

:

������U���������
����8�����
h > 0

7�����(*��
 jhjp=h = hp=h = hp�1 CB���)#
��K���������
����8�����

h < 0
7;����(*��
 jhjp=h = jhjp=(�jhj) = �jhjp�1 C

����(*���$����������7 	�����
 �������	�$����
�1������3�$��(*� �"�����������	��
�
3���	���-7D��
����!./���!��#
�����K
3���	���$5���
�7"������� ��
���

p � 1 > 0
Cs�����!� M z O41����	�����y������1�5�����3#

�����	���-C

n$] f�] wKa m a ����� ��� � 0������	� ��
+�/./0�����1

 (t) = jtj; �1 < t < +1 M
3
O

����
��������� ./���������������	�@��� �������
t = 0

./����1����+>/�+���	�$���$�)���	�W./���)#
�����������	�I�������Q0������	�W��%$���

t 6= 0
./����1����+>/�QM 
���%DC ��O�C

�����B���	���7
 0(0)

#L���H�������)�$���������J� ������������
������������

 (h)�  (0)

h
=
 (h)

h
=

(
1

�����������!���
h
#3�������

;

�1
������0��B�"�!���

h
#3������� M

4
O

��������5������������	��������������
�C

0
t

)(ty
||)( tt =y


���%DC � C

 (t) =

(
t;

������
t > 0;

�t; ������
t < 0

M
5
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��� � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
: : :

��������5������������	��������������
25��	� ������������
������������
 0(t)

# �+�$���$�)���	�����40����3#
�	�

t 6= 0
./����1����+>/�4���

 0(t) =

(
1;

������
t 2 (0;+1);

�1;
������

t 2 (�1; 0):
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n$] f�] wKa m a ����� � � � �(t) = jtjp 7 p > 1
7 �1 < t < +1 7;����
3#

��������	0������	� ��
b./���������������������	��� ��
��������2./��
����4�3�$� �����$���	C-�����B���	���7

�(h)� �(0)

h
=
�(h)

h
=
jhjp
h

=
hp

h
= hp�1 ! 0;

������
h! 0+

���

�(h)� �(0)

h
=
jhjp
h

=
jhjp
�jhj = �jhjp�1 ! 0;

������
h! 0� :

������1����
�0(0) = 0:

M
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t 6= 0
��
���(*��
����	�������������������9� ���������

�(t) = tp
7�������

t > 0
���

�(t) = (�t)p 7������� t < 0
C�������1����

�0(t) = ptp�1 = pjtjp�1 7�������
t > 0

���
�0(t) = p(�t)p�1 � (�1) = �p(�t)p�1 = �pjtjp�1 7����)#

��
t < 0

C;����������
H���9M , O@1����	����������
J� ������������
������������D7)�����
�(t)����
���������@�$���$�)���	�H./���������������	�H�������Q0������	� ��
4��� �

�0(t) = p � jtjp�1 � sign t; �1 < t < +1: M
8
O

(*����
���(*
��B�+7 �����
�0(0)

#L��� � �����)�$�!�����	���	��� ����� � ����������0���
����!�
x = jtj � ������������
����D7�������� ��
���R���E���)�$���������

(jtj)0(0)
C!���;� ������������
����

� ��������$���&1� t 
$�&1�����%(�(������	��� � ����2�
��� � ��� ����� � ����2�
��� � sign t 
������	(�������$��0� �
&1���

sign t =

8
><
>:

1; ����
� t > 0;

0; ����
� t = 0;

�1; ����
� t < 0;

���	� sign t =

8
<
:

t

jtj ;
����
� t 6= 0;

0; ����
� t = 0

����&1��"���"���. +



x
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� ��� �

� ������0���
������@(*����&��	�����
t 6= 0

��
���(*��
����	�������������������FM ��%DC)M �DO	1����	�����$O
���I��������'����!�V���+(*��� �b%$�����������������J��5����:��'�
���(*
3��� (*�������P�DC

n$] f�] wKa m a ����� ��� � M ��O;1����	�����!�F��������3���	�
’(t)

����
���������4��
���#
�	��� �������H�������$�����������$�

�(t) =

(
t2

���������
����8�����
t
#3�������

;

�t2 �����������
����8�����
t
#3������� M

9
O

���

g(t) =

(
0

���������
����8�����
t
#3�������

;

t2
�����������
����8�����

t
#3������� M
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O

����
�����������-C
n$] f�] wKa m a ����� ��� �

�(t) =

8
<
:
t sin

1

t
;

������
t 6= 0;

0;
������

t = 0
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����
������� �/./0�����1����
(�1;+1)

# >/��7N./�������������������J0������	�
t 6= 0

./���)#
1����+>/�4���I���Y���)�$���������

�0(0)
./���������������	�-C��3�J� ������������
������������

�(h)� �(0)

h
= sin

1

h1����	����������
�7@�������	���u����� �4����
�� �3%$�����3�V>/'�������� ��� �������D7@������
h! 0

C
n$] f�] wKa m a ����� ��� � !(t) = tjtj ����
�����������������Q� ���������

!(t) =

(
t2;

������
t > 0;

�t2; ������
t < 0:

M
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������1����

!0(t) =

(
2t;

������
t 2 (0;+1);

�2t;
������

t 2 (�1; 0):



��� � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
: : :

./���������������	��� �G( �����	��� �����B�����	�!��5��4������'������
!0(0) = 0

1����	�����-C
����(*���$����������7

!0(t) =

(
2t;

������
t � 0;

�2t;
������

t < 0:
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(*����
���(*
��B�+7$�����
(tjtj)0(0)

#L���8� �����)�$�!�����	���	���F�����E� ����������0���
����!�
�	������
�������

(uv)0 = u0v + uv0 �"�����3���	���D7	������� ��
���
(jtj)0(0) =

 0(0)
���Y���)�$���������UM ��%DC������ ���	�!��� � C zqC z O�C

n$] f�] wKa m a ����� ��� � ��%$�	�:� ��
�����%$���	�B���G�$���$�)���	��./���������������	���
������
��

u(t) = 3
p
t
����
�������-C2� ���������YM 3

p
h=h

(*� �"�������������F�8�/./�������
� �����2O

lim
h!0

u(h)� u(0)

h
= lim

h!0

3
p
h

h
= lim

h!0+

1
3
p
h2

= +1:
����(*���$���������QM 
���%DC z O�7

u0(0) = +1: M
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O

0

u t( )

t

3)( ttu =


���%DCsz
M ��O�7bM |DO+���RM �${DO81����	���������!�u� ��
3�$�?>/'����)���	�y����
�����������I����� ����#


���(*
�������
	�����?>/��7������
f 0(t0)

���
f 0(t)jt=t0

	���
��?./���������@��%$����������%$���J��
3#
�"��������������W����1������������	���-7D�$�?>/��� �������	Cq6����������	� 	���
��?./����� 
���(*
������D7
�����

f(t)
����
��������� ./���������������	�:�G( �����	������� � �����B�����	���	�

t0
./���)#

1����+>/��C���������� 	���
��?./�����K����� ����
���(*
������D7������
f

����
���������
t0

./����1���#
�	��� ���������E�����������)� 0�������� ./����1����+>/�E���������$���$�)���	�

f 0(t)
./���)#

�����������	�����A(*���������9�������g� �����B�����	���	�U���J./���������������	��#3����
���������



x
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� �����

��
���(*��
����	�����
t = t0

./����1����+>/��C8M ��O�7BM |DO ���EM �${DO 1����	���������!�X���)#
����3���	�H����
���������������������Q�?>/���I���Y�������H�!./�������Y��������� 	���
��?./���)�DC

n$] f�] wKa m a ����� ��� � (*�3�$��&��	�������	���g����
���������<�$���$�)���	��./���������3#
�����	�IS�����
����3�J���������

t0
./����1����	���Q�����������)(*�I���@���������4�����)�D7G./���)#

�����������8�Q>/'��������Q���uS�����
����3�K�����!�
t0

./����1����+>/��C/�$�!����
������ ����
3#
��������

v(t) =

8
<
:
t2 sin

1

t
;

������
t 6= 0;

0;
������

t = 0;

M
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�������	�����������$��

v0(t) = 2 t sin
1

t
� cos

1

t
; t 6= 0:

M
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O
./���������������	���y� ��
3�$�?>/'��������y����
���%$�����

v0(0) = lim
h!0

v(h)

h
= lim

h!0
h sin

1

h
= 0;

M
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������� ��
���
sin 1

h

�������������	�g(*�����)�$�?>/'����)���	���F
3���	���E�����
�1���� ����#
�������)(*�-C

M � �DOB1����	����������
 	���
3�D7N�����
v0(t)

./���������������8�H>/'��������@��� �������
t = 0

./����1����+>/��7/������
t! 0

M ������� ��
���
cos 1

t

# �H���V�������I�$� � �����
>/'��������	���

t sin 1
t

#L���	>/'��������	5��	
3���	���$O�C ������1����
v0(t)

./���������������	�
./0�����1����	�J����
���������

t = 0
./����1����+>/��C

����y(*���3%$������>/������� ��
3%$���8���
u(t)= 3

p
t
����
���������D7!�������������+� ���������

lim
t!0

u0(t) = +1 = u0(0):
M
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����(*���$����������7
u0(t)

./���������������	��X./0�����1����	�9����
���������
t = 0

./���)#
1����+>/��C

n$] f�] wKa m a ����� ��� �

w(t) =

8
<
:
t2 sin

1

t2
;

������
t 6= 0;

0;
������

t = 0

M
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��� � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
: : :

����
�����������������
w0(0) = 0

���I0������	�
t 6= 0

./����1����+>/�:�����$�W�$���$�)���	�

w0(t) = 2 t sin
1

t2
� 2

t
cos

1

t2
; t 6= 0;
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./���������������	�W��� ������� (*�����)�$�?>/'����)���	�
t = 0

./����1����	���I�����������)(*�-C
��������� ���	7

w0(t)
./���������������	�H./0�����1����	���

t = 0
./����1����+>/��C

d [!e!a d hDe$] ����� ����� ����� ���� ��
���%$� �+7:��
�1����������+>/�g./�����������������
����
���������H./���������������	�@(*����&��	�����I./0�����1����	�J��0��)�J����	5��3���=./����1���#
�	���?>/��C����$� ���������

u0(t)
7
v0(t)

���
w0(t)

./���������������	�����
t = 0

./���)#
1����+>/��C

�!�������!�+7
’(t)

����
�������H�/./0�����1����
[a; b]

�$��� ����
�1�>/� � ���H�$���$�)���	�
./���������������	�@�������

(a; b)
# �@0������	�W./����1����+>/��CG����(*��


’0(t)
./�������������G#

�	��#3����
�������:��� (*����&��	�����:./0�����1����	� ��0��)�
(a; b)

# �W0������	�:./����1����+>/��C
���"��� >N�G�$1����	,

’0(t)
./���������������	�����/./0�����1�������� ./����1����4���E�$���3#

�������	�A0������	� ��
A��5������������
(a; b)

# >/��C��3�E� ������������
�������������������� } #L���
�������������@zqC �NC z$#L����
8�������I� �!�������	���!./��
������!�+7������

’0(t)
./���������������	�

�������I�/./0�����1��
’n(t) = n[’(t+ 1

n
)� ’(t)]

����
�������������H>/'��������-C

d [!e!a d hDe$] ����� ��� � ����	5��3���X./����1����+>/��7s����� �������
���%$� �+7�./���)#
�����������	�<(*����&��	�����U��0��)�

+1 ��
 �1 C�� ���!�"��5����	��� �3�U�$��1)��������
���$�	./��������� ������� �����

� ����
������"���"���� 
������ ’(t) � ����2�
��������
���	��&1��� [a; b] (������������ �,� 
���� ����� ’� ����2�
���%( ����� ��$�����&1��"������ [a; b] � ( ��������. ������"������ * ��������&1��"��,� 
P. ����� �%(���.0� ����� � �
$�����&1��"������ ���%(1����� ������� 
/�	!�����$���&1��"�� ��� ��� ����������"���+/��2��������0��������������������� 
 ’ � ��� �
2�
���%( � *�� $�������"�� [a; b] (������������ �,�J��� ������$%( ’ � ( � *�� $�������"��%( [a; b] � ( � $���&1� �������* ��������&��,� ��� a * ��������&��,� ����� � $���������� � *�� $�������"��%(�
 !���&1� b * ��������&��,� ���
������
 !������������ *�� $�������"��%( � ���P��&1�%(�!�����"�� 
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n$] f�] wKa m a ����� � �����
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8
<
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sin x;
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x � 0;

x cos
1

x
;
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x > 0
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�����B���	���7�� ��
�����%$���	�B� 0������	�
t 2 (�1;+1)
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���(*��
����	��������#
�������y���!�"������
���������������

�(t) = eit = cos t + i sin t
����
�������-7������3#

�	����./���������������	���
�0(t) = ieit = � sin t + i cos t

Cb� ���������
�(1) �

�(0) = cos 1� 1 + i sin 1
1����	�����-C"�b��5��

�(t)
����
�������H������5�����0��)#

�"���	�����W�	��� ����
�� ���I�"�����3���	���W���������	�����
c
#3�������D7 �$������

0 < c < 1
7

����(*��
	����� ���	�@��
����IS�����
����3�

cos 1� 1 + i sin 1 = � sin c+ i cos c

1����	�������D7D�$��������
���9� ������������
������������D7q5�����&����	7*�����$�:�3%$�������������@���)#
�)���	�������U1����	��������
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(cos 1 � 1)2 + sin2 1 = (� sin c)2 + cos2 c1����	�����-C	����������
�������1������ � ������������
������!� ������'������������������B���������	�
cos 1 = 1=2
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�(b)� �(a) = (b� a)�0(c)
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(cos b + i sin b)� (cos a+ i sin a) = (� sin c+ i cos c) � (b� a)
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4������'������

(cos b� cos a)2 + (sin b� sin a)2 = (b� a)2;

sin2 b� a
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=
�b� a

2

�2
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��� j sin tj < jtj 7$������ t 6= 0
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�� ���9�"�����3���	���������������5�����6��	���3�������
�(t) = t2 + it3
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��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
: : :

������� ��
���o
������������	�
a(t)

���
b(t)

����
�����������A�/./0�����1����
[�; �]

�$���P#
����
�1�>/��7�������1����A5�����6��	���3�������

 (t) = a(t) + ib(t)
����
�������� �/.N#

0�����1����
[�; �]

# >/��7*����F�?./������� j (t)j # �:�/./0�����1��������I���������2�$��� ����
�1�>/��C
��%$�	� M z OH��1����	�������F����� �4����
��E�3%$�������$�!������� � ����������0���
��B� >/�����B�

���%��$��
������+�$��( �����	����
���(*��
����	������� 6����������	�:�"�����3���	�HM�� ��� 7 � �-C + | , O�7�������	���Q&����	�!���� ��� ��
��������J���)�$���������J���$� ���

�
����s%$�����D7������

� <
� < �

���I����� ���	�I�������

�Z

�

jc(t)j � ja(t) + ib(t)j dt =
��a(�) + ib(�)

��
�Z

�

jc(t)j dt
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jIj �
��a(�) + ib(�)

��
�Z

�

jc(t)j dt: M
3
O

M ��OI1����	�������g�����$��'��������X�$��5����������$���
�
#3���R��'���
���(*
��B�

I
# �R(*�3#

�"�����������
[a(�)+ ib(�)] �

�R
�

jc(t)j dt �$���������3������
+��� � ������
������ j�j � 1
��1����	�����<M ) O #L���H&����	�!�+C��������������@������1�5�����������	���-C

� � ��%$�	�y��������0�����
��B� �	��� ����
�� ���<�"�����3���	���K��
����	��� �����KS����	�)#
�����B�����	�H����
�����������������DC

m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M ���������;7B� � |�� 7/� �-C �DO � �!�������!�+7 f(z)
����
�������

S����	�������B�����	���9������>/
��������
D

�����3(*� � ���
z1

���
z2


��������$�����������
�"���3�$�����������	��./����1����	�������

D
# (*�-C:����(*��
9���E./����1����	���?>/�F� �����������

./�B�"��>/� �������������
[z1; z2]

����
���5���� �����y(*��� 
��!�u���)�$���������
�
./����1����	�

���I5�����6��	���3�������
�
����s%$���H���$� ���-7������ j�j � 1

���

f(z2)� f(z1) = � � (z2 � z1) � f 0(�):
M
4
O

�E (���������$�&1�	( � * ������"����������	��
��������
 . � ���%(��#����"��%(���������� A ��� B * ��� �
����&1��"��%( ��������.0��"���&1� [A;B] ����������$���.0�%( � $���&1� * ��������&1� ���%� .0$����%( E � (�+
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� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � ���

\I] n!_@tDaDi8[!k*] � M * OB1����	�����W������'������-7G�b�g���������G�RM ��OB1����	�������
� ����������0���
����!� (*��������� �

f(z2)� f(z1) =

Z

[z1;z2]

f 0(z) dz
M
5
O

1����	�������Q����� �4����
��H�3%$�������Q���������B�+C
� ��
3��%$�������������	�H�$��%$���$���I(*��������� �
m [!`@Z@[!n$] ����� � � � M�� )�+ � 7*� �-Cq| |DO � �!�������!�+7 f(z)

����
�������:S����	�)#
�����B�����	���9������>/
��������

D
�����3(*�9���

z1
���

z2
���������R./����1����	�������

D
# (*�-CG����(*��
+./�B�"�����

[z1; z2]
����
���5���� �����H(*��� 
��!�V���)�$����������


f(z1)� f(z2) = (z1 � z2) �
�
Re f 0(z3) + i Im f 0(z4)

� M
6
O

�������$�������
z3

���
z4

./����1����	�����-C
\I] n!_@tDaDi8[!k*] � � ��
�����%$���	�B� 
������������	�

t 2 [0; 1]
����	�������A5����3#

6��	���3�������

g(t) =
1

z1 � z2
f(z2 + (z1 � z2)t); z1 6= z2; 0 � t � 1

M
7
O

����
�������-C
u(t)

���
v(t)

��0��)�
g(t)

# � 
������������	� ����./�������)�$��%$���!���

��?./���	�����-7

g(t) = u(t) + iv(t)
C�s%$�������-7������

g0(t) = u0(t) + iv0(t)
C

������� ��
���
f(z)

����
���������
D
# �20�������� ./����1����+>/�;�������2�$���$�)���	�B./���)#

�����������	�-7/������1����
g0(t)

���$�4� �������!�����	�����-,

g0(t) =
1

z1 � z2
f 0(z2 + (z1 � z2)t) � (z2 + (z1 � z2)t)0

t =

= f 0(z2 + (z1 � z2)t):
���B���@�3%$�����-7

g(1)� g(0) =
f(z1)

z1 � z2
� f(z2)

z1 � z2
=
f(z1)� f(z2)

z1 � z2
M
8
O

���-7/���������	�3%$�����-7�5��

g(1)� g(0) =
�
u(1)� u(0)

�
+ i

�
v(1)� v(0)

�
:
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��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
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��5���
����$5�
����	�	1����	�������:
������������	�	���8./�������)�$��%$���!���4
��?./���	���������������
� ����������0���
��B�V�	��� ����
�� ��� � C + C M ��O+�"�����3���	�I���I��������'����!�+,

g(1)� g(0) = u0(�1) + iv0(�2) = Re g0(�1) + i Im g0(�2) =

= Re f 0(z2 + (z1 � z2)�1) + i Im f 0(z2 + (z1 � z2)�2;
M
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�$������
0 < �1 < 1

���
0 < �2 < 1

C
z3 = z2 + (z1 � z2)�1

���
z4 = z2 + (z1 � z2)�2

./����1����	�����
./������������� ��
���


[z1; z2]
����
���5���� �����:(*��� �	./����1����	�����DC"M � O)���JM |DO�1��)#

�	�����������E������s%$��
��U�3%$�������������E������
�1)�����������E� �����	7����!���U����� �4����
��
�3%$�������������1����	���-C������!�Y�������������I������1�5�����������	���-C

d [!e!a d hDe$] ����� � ����� �b�
f(z)

����
��������� S����	�������B�����	�������
G�����@��� �������R������>/
��������	�-7;����(*��
�� C �$|NC zR���
� C �$|NC ) �������������������R����#

�$�?./0����$�9���$�A��
����U(*����������	�)�D,+�b�
f(z)

S����	�������B�����	���
G

�����3#
(*�-7�����(*��
 0��������	�Q������>/
��������	�

D � G
����������������
W��'��������	�Q0��������	�

[z1; z2]
./�B�"�����I����
���5���� �����H(*��� 
��!�

: : :
� C + C zy���������������J��
����	��� ���������
m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M�� � + � � O � �!�������!�+7 f(z)

����
�������2S����	�������B���G#
�	���

G
�����3(*�-C ����(*��
�0��������

z0 2 G
./����1����8� �������:���$� ���

U(z0) � G�����������	7$������
��������$���������
z1 2 U(z0)

./����1����	�����������
f(z1)�f(z0) =

f 0(z)(z1� z0)
� ��
�1����	�������I�������I���B��� ������
�

z
������
���%��$
�� jz� z0j <

jz1 � z0j
�������$�������DC

����� ���	�!�����	7
f(z) = ez

����
����������������� ������������� �����B���������	���
jz1 � z0j < 0; 3

6����������!�+C

d [!e!a d hDe$] ����� � ��� � �����������	�@5�����6��	���3�������@����	�������HS����	�������)#
�����	�U����
�������������g��
�1���� �����8������./����������� ��
��������g���������
���(*�U��
���( #
��
����	������
4�����8�Q���$�)���	�����QS�� �"�������UM �$| + {J.�C O2(*��������� �

m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M�� , ��� 7 � �-C * * ����� ) � ��O � �!�������!�+7
G

./���)#
��������� ��
3��S����	�������B�����	�������g�����3�

n
#L� ��
�>/�������	��������
y5�����6��	���3�����

Cn �$��������3(*�F���
w(z)

5��F������� 
��������$���������FS����	�������B�����	� ����
3#
������

G
�����3(*�-CG����(*��
+���)�$����������


G�G 
������������8(*�IS����	�������B�����	�



x
� ����� � �$
� 	��	&��#" � ������
��	�#"$���	� � �����#����#" � � "��#%���� � � �

���$� ���
p�(�; z)

����
�����������-7������y0��������	�
� = (�1; : : : ; �n) 2 G

���
z = (z1; : : : ; zn) 2 G

./����1����	���������������K�����B���������	���

w(�)� w(z) =

nX

�=1

(�� � z�)p�(�; z)
M
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1����	�����-C

����� � � aD` �D] e��QkD[!Z@e c wKa��"wK`Iv aD_I] wKa � � [ � a � d [ � ]Ppq[!k
�!�������!�+7

f(x)
���

g(x)
����
�����������U���������Q�G�$���$�)���	��� ����������

��
J���������J�G�$���$�)���	��� ���������-7�������
x ! a

C)����(*��
Q������������
�7)�����
f(x)=g(x)

(*� �"�����������I������� 0
0

��
 1
1

1���6����Q� ��
3�/>/'��������	�����-7�������
x! a

C
(*�3�$��&��	�������	���

f(x)=g(x)
(*� �"�������������

a
./����1����+>/�YS�����
����3�

>/'��������-7 �$���$�)���	�W��
��G�$���$�)���	�	Cq���B>/'��������@6�����
����D7q������4��� �:���)#
�$�����������$���$�)���	�U��
J�G�$���$�)���	�	7�S�������� 0

0

��
 1
1

1���6����E� ��
3�/>/'������3#
�	�������A� ��%��$
��

a
./����1����+>/��C����$� �o� ��
3�/>/'��������	�����!���A� ��%��$
������������

���)�$���������E������
3���	� �q�	��6���1����	���E(*��������� �<./�3�$� � M�� ��� 7�� �-CBz-|�� � ) { � �� + + � 7G� �-C�z * � �Gz + z �
� + z,� 7G� �-C � �$| �

� ����� 7G� �-C ) � * � ) z-{DO�C

� ��$�����
��������&1� � * ������� ����"���. �	( ��������&1� � "������	��&1��"��%(���$������%( (������ * ������� �
��������������&1� ��������&1������� "������	��&1� ��� 	�� ��A � � 
 	 � 
9����������& ��� "������	��&1� ��� � � � A ��� � � � 

��������" ��� "������	��&1� ��� � � �/A � ����� � � � � ����������"%�������%( ���������������%( * ��$���� ���=(������
* ����������������������&1� ��� ����� � "������	��&1� ��� 	 	 ��A � � ��� � 
0����������& � "������	��&1� ��� �����/A
� ��� 
 � 
 ��� ����� ����� "������	��&1� ��� � � � A ����� � �1��� ������$�� ���������������%( (�� ��������� * ��$�����"��
� � � � � 
-��$�+ � 
�A � � �9+
��� ����� � "������	��&1� � � � � � 
 ��$�+ � � � � � � � ��������� �������������������0(��%(�
 (�� � ��������� �

.0�%(�����
����������"���.0�����������������%( * ��$����%( � 	�� � * &1������� &1� ��������&1�%( ��� 	 	��9A � ��� � �
��� ����������"%�������%( ����
����������"���.0� ���������������%( * ��$����%( � � 
 	 * &1������� 
���$�����
��������&1�
����.0�������������0(��%(�
 ����2����������0(��%(�
 � ���,�����0(��%( ��� �%(��������������%(1����&1�����%( ��� ��� ��A � ��� ���
� � � � 
���$�+ � � �/A � � � � ���%( * ��$�&1��"���&1��+ &1� ��������&1� � � � � � 
���$�+ 
 � � � � � �'(����	!��������
������� 
 �	( (���2���� ����� ����������$�� �	!�����$���&1��"��%( (��%(��,(����%( �������1+ � 	����/A � 	�� 
 * &1��" ���
&1� ��������&1� ����.0�������������%(1( * ��$�&1��"���� ��� ����� �"������	��&1�%( !���&1� � ��$�������&1��"���.�
���� �
����&1����
�&1� ��������&1�%(/.0$��%( ��� * &1��" ��� ��� * �����1&1��2�
����"��%(1�%���0(��1��� � ��������
����& ���
��������
 !�$�� ����+



� � � ���������	��
��	����	�����	��������&�� � ��������
��	�����	�	&����	�#"$"��#%������	�	���'&��
: : :

m [!`@Z@[!n$] ����� � ��� M ����S���
 } ������&�
3���	� �q�	��6���1����	�-7 � � | * .�C O ��!�������!�+7
a
./����1����	���Q�����������)(*�@� ��
3�$�?>/'����)���	�

f(x)
���

g(x)
����
3#

����������g���!�"������
�����������������E���������A�����������)(*�-72� ��������(*�3�$��&��	�������	���
�����!�

a
./����1����	���$�H���

g0(x) 6= 0
C

�b�
f(x)

���
g(x)

����
�����������A���B�������)���	���X��������
H��
W�G�$���$�)�G#
�	���o���������
��Q��
:�G�$���$�)���	��� �����������-7"������

x ! a
���J���)�$���������

f 0(x)=g0(x)
(*� �"�������������F�$���$�)���	����
A�G�$���$�)���	� >/'��������

a
./���)#

1����+>/��7�����(*��

f(x)=g(x)

(*� �"�������������$����������Q>/'��������
a
./����1����+>/�

���I����� ���	�I�������

lim
x!a

f(x)

g(x)
= lim

x!a

f 0(x)

g0(x)

M
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1����	�������DC
�b��5��E���<���������������F0������	�E6�����������������
����B�����

f 0(x)
���

g0(x)����
�����������	�/./0�����1����
a
./����1����+>/�+���

g0(a) 6= 0
7q����(*��
@M ��O�1����	�����

���$�4�?./���������

lim
x!a

f(x)

g(x)
=
f 0(a)

g0(a)
:

M
2
O

���%( * ��$�&1��"�&1�%(�� ��� ���0( * ��$�&1�%( ����.0������. ����.0���	!�����"��%( (�� � � ��$���&��,� � � � ��� 

��$�+�� 
�� � 
 ���0( * ��$�&1��� � 	�� 	 * ��& (B�������0(�
� * ������� �,(��%(��0��&1��� ��
������.0� ��������
 ! �
$�� ��� � � ����� �9+���� * ����� �,� �	� ������"��%(��%( &1� ��������&1�B������"���� * ������&1��"%( ���%( * ��$�&1��"�&1� �
(�������+/����. � ����.0� �%(���.0� * ������&1��.�
P����
�����.0����������"%��&1��� � 	�� � * &1�%( 
 
 ��$�&1�%(���.
� � � ��� 
���$�+ � 
 � � 
����%( * ��$�&1��"���&1���B���%( * ����� �����	� ����$�����&1��"���.0�J���%!�(����%(B��+ * +0��&1� �
��������&1�%( * �	(����,+
(����������%(���� ��������������&1��� 
������ �����	� ����$�����&1��"��%( ���%!�(����%( ��� * �	(��%( ��$����������

��� ����� � "������	��&1� � � ����� 
-��$�+ � 
�A � 	�
������	(����%� .0����"���. ��$�+ � � �9+
��� ����� � "������	��&1���0&1� ��������&1�%(/.0$��%( ��� * ����� &1��2�
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